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Norarions 


On note x = (x,,x,) un point du plan euclidien R°, avec-le produit scalaire canonique x.x' = x,x! + x,x!, 
et la norme euclidienne ||x||. On désigne par D (x, r), respectivement C (x, r), le disque fermé, respectivement le 
cercle, de centre x et de rayon r = 0; on écrira D (0, 4) — D et C (0, 1) = C pour abréger. On dit que C (x’,r') 
entoure D (x, r) si D(x, r) est contenu dans l’intérieur de D (x’, r'), c’est-à-dire si || x’ — x || < r° — r. On note R, 
pour réel, la rotation d’angle 6 autour de l’origine. 


Toutes les fonctions considérées sont à valeurs réelles. On note supp f le support d’une fonction f, 
adhérence de l’ensemble des x € IR? tels que f (x) # 0. On note dx = dx, dx, la mesure de Lebesgue de R?. Une 
fonction f sur R° est dite radiale si f (Rex) = f(x) pour tous x e R'et60eR. 


Soit L la droite affine de IR? d’équation x.u, = p, avec p, « € R,et u, = (cos «, sin «) e C. Si f'est une 
fonction définie sur R?, on note f,, ou fe, a), l'intégrale : 


EE 


CA + ++ © 
f = f(p; a) = Je dar AC hs do | 
lorsque cela a un sens. De manière analogue, pour F — C(a, r), on pose : 


127 
fr = [ fa + rue) d6,, 


avec a € R°,r > 0. 


On rappelle la formule de Green-Riemann : si ÿ est une courbe C: par morceaux constituant le bord orienté 
d’un compact K du plan, et P,, P, deux fonctions numériques de classe C' au voisinage de K, on a : 


F (E : ee) dx, dx, = { P, (x, x.) dx, + P,(x, x.) dx. 
de K Dar 


dx; d % 


On rappelle enfin le résultat suivant de convergence dominée : 


Soit (x, t) ——— f (x, t) une fonction continue sur R° X RP; si | f(x, t) | £ g(t) pour tous,x, t, avec g 
intégrable sur (RP, la fonction 


go Fr) = JE fl, t) dt 


est continue sur R”; si de plus f est de classe CF en x, et si toutes ses dérivées partielles d'ordre # au plus en + sont 
continues sur R" X RP et vérifient la majoration ci-dessus, alors F est C* sur R", et ses dérivées partielles se 
calculent par dérivation sous le signe somme. 


Burt Du PROBLÈME : retrouver certaines propriétés d’une fonction f à partir des nombres f, . 


La partie I établit les résultats préliminaires, les parties II et III aboutissent à des théorèmes de support; ces 
trois parties utilisent du calcul différentiel et intégral dans le plan. | 


Lu partie IV, indépendante des trois premières, étudie la reconstruction approchée de f à partir d’un nombre 
fini des f1, par des méthodes purement hilbertiennes. 
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Dans toute cette partie, f désigne une fonction continue sur R?, qui vérifie la propriété 
(A) pour tout entier n Z O, la fonction || x i|"| f (x) | est bornée sur F?. 


Dans les questions 1° et 2° on suppose de plus f e C* (R°). 


40 a. Établir une inégalité de la forme : 
C 
Pus + tu <a —— 
pes POLERETET 


; nm ; i 
avec C indépendant de p, t, «, et montrer que f est une fonction continue de (p, «) sur R?. 
b. Si f et toutes ses dérivées pate vérifient (A), montrer que Pdst une fonction C® sur R2. 


c. Sous l'hypothèse de b, établir Les dis : 


ra ( un cos « # 5? (p, «) = sin «œ C' 
RFA Pr de © dx, P; " èp 


| à à ._ à 

(on pourra calculer d’abord : (cos œ Ne sin & +) | f lé + tu :) au moyen de Le 
€ € x + — J. 
3, 


Ce . 
et LE). 


DEA 


2° On donne R > 0 et on suppose que f € C* (R?) vérifie (A) et 


(B) pour tout cercle L' qui entoure D (0, R), on a fr :== 0. 


a. Soient R’ > R, et V l’ensemble des v € R° tels que ||v|| < R’ — R. En calculant J Le f (x) dx en 


LE 


coordonnées polaires d’origine v, déduire de (B) que la fonction g (v) = ff . f(x) dx est constante 
“UD(vV.R) 


pour v € V et que, pour v € V, i = 1, 2, on a : 


JL LL (+942 = 0 


D(O.R') 4 


b. Montrer par la formule de Green-Riemann que (k;)r = 0 quand l'est le cercle C (0, R’) et Rx) = x fu + »), 
et que (x, f)r — 0 pour tout cercle [' qui entoure D (0, R). 


c. En déduire, au moyen du théorème de Stone-Weierstrass, que supp f € D (0, R). 


30 On suppose seulement que f est continue, et vérifie (A) et (B). On rappelle que, pour € > 0, il éxiste une fonction 
Pe € CT (R?), positive, radiale, à support dans D (0, c), et telle que [los qe (x) dx = 1. 


+ 


a. Montrer que a fonction fe (x) = J Je f () # (x — ») dy est C® sur R?. 
b. Montrer que £. vérifie (A) et (B), avec R + e au lieu de R. 


c. En déduire que l'on, a. encore supp f . D (0, R). 
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Dans cette partie, f désigne une fonction continue sur 2, possédant la propriété (A) de I, et telle que : 
(B’) pour toute droite affine L qui ne rencontre pas D (0, R), on a fi, = 0. 
49 On suppose de plus f € C® (R°), et f radiale. 
a. Montrer qu’il existe F, continâment dérivable sur [0, + of, telle que : 


Ja=r(els + ao f'"rE+ma  pur(oeRr. 


+ 0 : . 
b. Soit G(g) = | F (q + t*) di pour q > 0. Vérifier que :: 


F(g) = - ——— fes G(g + s°) às) : 


T 
c. En déduire que supp f € D (0, R). 


50 On ne suppose plus que / est C*. En s'inspirant de 3, montrer que la conclusion de 4° c reste valable si f est 
continue, radiale, et vérifie (A), (B'). 


6° On ne suppose plus / radiale, mais seulement f continue et (A), (B’). Pour a, x e R*, soit : 


12% 
fe) = J fa + Rox) d6. 


a. Montrer que f® est continue, radiale, vérifie (A) et (B’) avec R + || a || au lieu de R. 


b. En utilisant 3°c, montrer que supp f € D (0, R). 


III 


Dans cette partie, on développe quelques applications de la question 6°. Soit K un compact convexe de R*. 


T a. Montrer que K est l'intersection de la famille des disques fermés qui le contiennent. 


b. Soit g € Co (R°), vérifiant @ Établir que supp g © K si et seulement si g1 — 0 pour toute droite affine 
L disjointe de K 


80 Soit p e C® (R), solution de l'équation différentielle à coefficients constants : 
p m) LD ap ma) LE + an ? = 0 


sur l'intervalle 1 = ]t,, + of. On suppose  (t) — 0 pour tout # > £,, avec t, € I. Montrer que est iden- 
tiquement nulle sur I. 


a 22+k : 
9% Soient g € C* (R°), et Pg = Ÿ Sie TE où les a;, sont des constantes réelles, avec a, # 0. 
2 A 1 a 


j+k£m 


On suppose supp g compact et supp Pg € K. En utilisant 1° c et 8°, montrer que supp g € K. 


} 


4 | 2075.D.05 


10 Soient € C9 (R?) et 0 < € < F + On suppose que supp À est compact et que À (p, a) = 0 pour tout p réel 


et tout « tel que |æ| <e. Montrer que h est identiquement nulle (on pourra raisonner sur un losange dont un 
des angles est 2e, et contenant supp À). 


440 a. Construire une fonction j € C® (R°) telle quej (x, ,x,) = 27° siz == 4, + ix, , [z| Z 1, et montrer que j, = 0 
si la droite L est disjointe du disque unité D 


b. Montrer que jy = 0 si le cercle l entoure D. 


e. Que peut-on déduire de cet exemple? 


IV 


Soient H un espace de Hilbert sur R, (|) son produit scalaire, || || sa norme. On note À, respectivement 
AL, l’adhérence, respectivement l’orthogonal, d’une partie A de H. 


On se donne k# sous-espaces vectoriels fermés N,, …, NX de H, et on note N, = N, nn... n Nx. Soient 


I l'identité de H et, pour f € H fixé, P; le projecteur orthogonal de H sur le sous-espace affine f + N, de H, avec 
0 <j £ k; on pose Q = P, P,_,... P,P,. | 


On se propose de montrer d’abord que, pour tout g e H, 
(1) Q"g — P,g lorsque n —+ + oo. 


Dans les questions 12° à 16° on suppose de plus que f = 0; les P; et Q sont alors des applications linéaires de H 
dans H. 


499 a. Si P est un projecteur orthogonal de H sur un sous-espace vectoriel fermé N, montrer que légalité 
IPgi| = [8] équivaut à g e N. 


b. En déduire que Ker (I — Q) = N, (sig € Ker (I — Q), on observera que || g || £ || P,g{||...). 


c. En déduire que Ker (1 — Q*) = N,, où Q* est l'opérateur adjoint de Q. 


139 Soit E — Im (I — Q). Montrer que H = EŒ@N,, et qu'il suffit d'établir (1) pour g € E. 


440 Montrer par récurrence sur k que, pour toute suite(f,) de la boule unité de H, la propriété «|| Qf, Î-—— 1 lorsque 
n— + co » implique que « (I — Q)f, — 0 lorsque n —+ + 00 ». 
15 a. Soit g =(-QheE. Établir que Q"g— 0; on pourra considérer a = lim ||Q"h||et, sia > 0, 
n + © 
appliquer 14° à f, —= Q"h/| Q"A ||. 


b. En déduire (1). ‘ 


16 Pour préciser la convergence (1), on suppose & — 2, et on note Û € [o. 5 l'angle de N, et N,, défini par : 


2 
(g: | 82) | 
AREA! 


le sup étant pris pour g,eN, n Ni,&eN, n Nt, non nuls. 


a. Établir l'inégalité || Qg || < cos 8.|| g||, pour g € Ni. 


cos 0 — sup 


b. En déduire que, pour tout g e H et tout entier n Z 0, on a : 
@ QE — Peel <cos*6.|g — Pe||. 
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470 Montrer que (1) et (2) restent valables lorsque est fixé quelconque dans H. 


Désormais on prend pour H l’espace des fonctions de carré intégrable sur R°, nulles hors du disque unité D. 
avec (f\g) = JT f(x) g (x) dx. Soient us +. Uk k vecteurs unitaires de R°, », = Rru,, et 
| D 2 


Aou = fe ebw+m)a,12i£k, 


pourgeH.peR On prend pour N; le noyau de l'opérateur A. 


4180 Montrer que À, : H —+ L' (R) est continu, et que N, est un sous-espace fermé de H. 
- 490 Vérifier que, pour g € H, x € R, 
e (A, (S — &) (5. # 
%X) = x + D) 4 
1 8) (à) 8 (à) @ (x) (As.9) (u,. x) 


où æ est la fonction caractéristique de D. 


200 Déduire de ce qui précède (avec g = 0 par exemple) une méthode de reconstruction approchée modulo N, 
d’une fonction f e H à partir des fonctions Aif, … Axf. 


2140 Montrer que N, n’est pas réduit à {0} : pourk=1 d’abord, on cherchers f € N, comme dérivée convenable 
d'une fonction C® sur R°, à support dans D. 
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